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v(S)�
i∈S

pi

��
��-"&-#  K��� �� ����� B������ ���  � �: ������� C� �� �� �� ��� � " ������ ��� ��

n
�
m

� ��� ��� ��� �� ��
��� �� "��������

t
������ �� ��"������ � ���!�� �����

vi(S)D ��������� � � ��B����� �� ��� ��� B������
1 ��� ���� "����� �

�� "��������� ���� ���1 � ���� ��� ��� B������ ��� ������ ��� ������ ����� � ��� � ��������� � ������� 
��! ���

2m−1
����� B������ � 2� ���� ������ ���� ����� B������ ��� � ��!���� ����� B������ ��� ��������

���� ����� �� " ������ ��� ��� � ��� ���� ��� ��� B������ ��� �������� ������� B������ ��� ���� ��������
���� ����� �� " ������ ��� ��� � � 2� "���� ���� �8" ���������� � ��� ����� B������ � ��  � ������ �� �����
�� �������� � ���!�� ��� ��� B�����!
" -# %)� +,-&'-( %)� � ')-%& � &"#&%#(

#�� 1 ����� ������ ������� "����� �� ������������ �������� � ��  � ���������� �� �� ����!�� "�� 
!��� � �� � ��� ����� ���� ��! ��� ������ "��!��� ����8����� �� ���� ����!�� "��!��� �� ������ @ ��� ��� �
���������� ������� �� ���������� �� 0��� ��� �"����� �� ��� ����!�� "��!��� C� �! �� ��������� ����������
<GH � GJ>D �� ���"� �""��8 �� ����! ��� �"����� C� �! �� � ������ �6�� �������! <G� � GG>D � ��1���� � ���
������ "��!��� ��� �� �8" �������� ����� �� �������� � X ���� ��� R�!�� <J� > ������� ��� ���"�����! ����
���� ���"��� ��� �8" �������� ����� �� �������� � �� �� ������ "��!��� � ��  � ������ 1 ����� " ������ ���
������������� � #�� ���� ���� �� �� ����� ��� ���� "��!��� ����! ��� K���"���� � ����� C��� � � �! �� <G�>D �
#�� ���� "��!��� ��� � " ������ ��� ����� �� �������� � �� �� �8" �������� ��� �� �� ����������� �

$x nWj qkjV5 W]i ke Xj bd^eX[ qj bm jaWCj[ c x XX ^h ^ek kjbe Xnb VmmXu h^k V]u CDj[ nWj qkjV5 W]i ke Xj c%odWb Wb jDVanXu ndj enWXWnu Vad Wjtj[ qu ndj qe][Xj rdWad r^eX[ qj kjnek]j[ W] V [jU V][ 6ejku r Wnd ndj bVU j mkWajb codWb ]^nW^] kjXVnjb n^ ndj w][WkjanyenWXWnu he]anW^] bne[Wj[ W] ndj & Wak^ja^]^U Wa XWnjkVnekj 9bjj \ j ci c\ >?' A; c()^nj ndVn rdj] VXX ndj mkWajb Vkj * \ ndj qW[[jk VaneVXXu kjm^knb ndj qe][Xj r Wnd ndj dWidjbn m jkyWnjU mkWaj c+ wn Wb W]njkjbnW]i n^ ]^nj ndVn h^k ndj kjbnkWanj[ aXVbb ^h beqbnWnenjb tVXeVnW^]b \ [jU V][ 6ejkWjb U Vu qj bWUeXVnj[ qum^Xu]^U WVX ]eUqjk ^h tVXej 6ejkWjb >, A c
�



#�� K���"���� ��!������ ���� �� " ������ ��� ��� � ���� �� ���� "��!��� � � "������� ���� � 3��"�������
������4 �� !���� ��� ��� ��� �� ����������� � R��"�����!��� ���� � ��"������� ������ ���  � ��"��� �����
����! � ���!�� ��� ��� B���� C1 ��� ���� "�����D �� ���� �� ��� ������ �

#�� ������ ��� �� <J� > 1�� ��� �1��� �� �� � �� ��� "����� �� ���� C��� ���� �� ��������� ���� 
������D � � ��� 1� !��� � ��� �1��� � ��� !������ ���� �� ���� ��" ������ ���������� � ��� �� ���� ���
�����1 ��! ����� �� ������ "��!��� � 3!�������6�� 1 ����� ������ ������� ����8����� C�2�� D �� �4 @

Maximize

∑

i∈N,S⊆M

wi xi,S vi(S)

s.t.
∑

i∈N, S|j∈S

xi,S ≤ qj ∀j ∈M

∑

S⊆M

xi,S ≤ di ∀i ∈ N

xi,S ≥ 0 ∀i ∈ N,S ⊆M

#�� ���� 1����
wi = 1, di = 1, qj = 1

C��� �����
i, jD �� ��� ����� ������ ����8����� �� ��� 1 �����

������ ������� "����� � F ��� !���������
wi

� ��  � ���1�� �� ��� 1��!�� !���� �� �����
i 5� 1������ �

qj� ��  � ���1�� �� ��� B������� �� ����� �� !���
j
� ���

di
� ��  � ���1�� �� ��"������ �� ��� ��� �� ��

������ �� ��" �
i
�

��-"&-#  7�� �2�� ������ "��!��� � ��  � ������ �� " ������ ��� ��� � C��
n

�
m

� ��� ��� ��� �� ��
��� �� "��������

tD ����! ���� ��� ��� B������ 1 ��� ���� "����� ��
�- �*%&- �$$&"� '# %/'")

#�� ��8� B������� ���� 1� ��; �� ��1 1��� ��� � ���"����������� �: ����� ������� ���� ���� ����
��� ��� B������ LTT N+� -/ L.) ��� �"��� �� ���� ������W #1� ��"����� �������� ��� ;��1� @ �� <J� > � � ��1��
 ���� ��

min(n,m1/2−ε)
� ��� ��� 08��

ε > 0
� 1�� ���1� ��� ��� �""��8�� ����� ������ ������� ����!

��� "������ ��� �� ���� �� ������������� � 7 ���"���������  ���� 1 ��� ��� ��� � ����� �""���� ���� ���
��� ���� �� ���!�� � ����� ������ � �� ����� ��� �����"���� ��

NP 6= ZPP
<JI> � 7 � ����� �� <J� > � ���

���"����������� �: ����� !����� ��!������ �� <GI> ���  � ���"��� ��  ���� � � " ������ ��� ��� � ���������
������� ���� �������� � ������ � ������! �""��8�� ����� ������ ��

min(n,O(
√

m))
� #��� ��������� �������

� ��  � ��"��� ����� 1 ��� ����� "���� ��� ��� B������ �� � �� ��� �� 1� ��� � ��� �� ��� 1 ��� ���� "����� �
�� R������ � � 1� ������ � � ��E����� ����  "���� ������� ���� �������� ��� ��� � �""��8 �� ����� ������ �
��-"&-#  #���� �8 ���� � ���"����������� �: ����� ��������� ������� 1 ��� ����  "���� ')/ L&' M%)N-)*
���� 0��� �� ���� ������ ���� �""��8�� ���� ��� �"��� �� 1������  ��1��� �������� ���������� �� 1 �����
� ������ ��

min(n,O(
√

m))
�

V�� � �� ���� �����"� �������! ���� �� �""��8 �� ����� ������ ����! ��������� �������� ���� ��� ����
��� 1��;�� ����� B������ � � �1���� � 1� ���1 ���� ���� �� ��" ���� �� @
��-"&-#  7�� ��������� ������� ���� ���� � " ������ ��� C��

n
���

mD ��� �� �� 2L(% ) M%)N-)* ��� ���
������� �� �""��8 �� ����� ������ ���� ��  ����� ����

O( m
log m)

��
X��� ��1���� ���� �������� 1 ��� ���� ����� B������ ��� ��� ���"������ ���� ��� �� " �1�� @ ��� ������!

�������� �� <G� > ��� ������  � ��"��� ����� � � " ������ ��� ��� �� �� ����� B������ ��� ��� ������� ��
�odj mk^[eaj[ ^mnWU VX b^XenW^] r WXX dVtj m^Xu]^U WVX bemm^kn V][ ndeb aV] qj XWbnj[ he XXuc
	odWb rVb VXb^ mk^tj] W][jmj][j]nXu qu gdVdVk 
^q�W]b5 W V][ & WadVjX gadVmWkV c

�
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�)&)NL( �+//%&-UL.-+&

min(n,O(m1/2))
<GI>

min(n,m1/2−ε)
<J� >

� )/ L&' �%)N-)*
min(n,O(m1/2))

)-�
min(n,m1/2−ε)

<J� >
0L(%) �%)N-)*

O( m√
log m

)
<G� > D O( m

log m)
)-�
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�""��8 �� ����� ������ ��
O( m√

log m
)

� ����!
O(log m)

�B�� ��6�� ������ � 2� �� ��� ;��1 ��1 �� �����
��� C���� D !�"  ��1��� ���� �"" ��  ���� ��� ��� ��1��  ���� � � �!��� J ���� ���6�� ��� ����� ������� �
� -$&-(-)/')# �,)��-�$&'�-(

2� ���� ���� 1 ��� � �������� ����� 1 ��� ����� "���� �������� ���� 1�� ���� ���"" �� � ��� � ���� � ��
1��� �� � ��� "������� 1��;� ���� ���� ����� "���� �������� @ ��1 ��� ��� ����� "����� ��"��������W ���
����  "���� �������� ���� �� ��� �� ����� ����� � B���� ����� ���� �� �" ����� � �� ��� ����� �

m
� �� "����� �

�� ����� "���� �������� ���� ��������� �� � ��� ��: ���� ����� ����� ��� �8" ���������� � ��� ������ ����
��B���� "�����! � V�� ���� � ���� C��;� ��� "������� 1��; ���� ���� ����� "����� � � �! �� <J= � JH � G>D � �!�����
���� ����� � ��� ���� ��B����� ���� ��� "�����  � ������ ���� � *+/ )9+� � � ��� "���� ��� � 7 0��� � ����
1���� 08 � �" ���0� (L&�%L� ) ��� �������! ����� "����� � ����� ��� "���� ��� �� ��"������ ��� ����� "�����
�� ���� ���!��!� � ��� ��B���� ���� ��� N)T N)*)&.L.-+&* +, .9 ) $%&' ()ST N-U)* ����  � " ������ ��� �

2 ��� ����� ���� � ���!��!� ��� �������! "����� ��� ��� ������ ���; ��;�W � ���� ���� ���� �" �������!
� "���� ��� ���� ����� �� �B�������� �� �" �������! � 2L(%L.-+& � R����� � �� ����� �� <J� > � � ��� ��
��� "��" ���� $-''-&� (L&�%L� )* ��� ������ ? ��� ���!��!�� ��� ��"��������! ���������� � � �� �� � ���������
��"����������� �� ���������� A ���� 1� ����� ��� ��� �� ���� � #��� " ���� �� � ��1 �" ��� �" ��� !������
����� �� �9-U9 ���!��!� ������  � ���� �� ����� "���� �������� ��� 1��� ��� ��� ��"��������� �� ����
������ �

� ��� 1� �������� ���� ���� �� �������!����� � 2� �������� ����� "���� �������� 1���� ��� "����� ����
 � !���� �� � �V�   �� � � �� �� ��� "������� ���� �8"������� �������� ��� "���� �� ����� ����� 1���� ����� ��
��E ����� ���� ���� �� ��� �� ��� "��" �� ������ � X��� ���� ��� ����� "���� �������� ���� �� ��� �8"�������
�" ����� � �����! ���!��!� ���� ��"������� ��� ���� ���!��!� �� � 1��;�� ��� � ����� 1 ������ � �" ���0�
���!��!� ��� 1���� ���� �� ���� "����� ��� ��� ������ � " ����"� �8��"� ��� ���� ��� ���� C����� 1 ��� �����
� � �� � ��� !��������� ����� 1 ��� � ����� ���� �� ������ ���� � ��� �� ����� "��" �� ������ �D 2� ���1
���� ���� ��� ��"����������� ���!�� �� ����� "����� �� ��;�� ���� ������� C����! ��� �V�  ���!��!�D �
����� "���� �������� ��� �� � ��� �������� �����!�� ���� ����  "���� �������� � � �0�� ��� U+*. �� ��
��������� ������� �� ��� ����� ���!�� �� ��� B������ ��� ���1��� ���� �����!���� ��� ������� C�� ���
1���� ����D �
��-"&-#  ��� ��� � ����� �� ���������� � ����� "���� �������� ���� ��� ��� �V�  ���!��!� ��B���� ��
�8" �������� ���� ��� 0����! ��� �"��� �� ���� ������ � �� �������� � ����  "���� �������� ��� 0�� ��� �"��� ��
���� ������ ��� ���� ����� 1 ����� " ������ ��� ���� ��

#��� "�� ����� �� ��� �""��������� �� ����� "���� �������� ��;� <G� J=> � ��� �� � �� ?������ ��� ���
�� 3�����4 "�����! � ������ ���� �� 7��� �� � 
������ ��� F ��!��� 5� 
���; � ��8� ������� C<>D �

��ek mk^^h kjXWjb ^] ndj b^mdWbnWaVnj[ 5]^r] X^rjk q^e][b h^k a^]bnV]n [jmnd aWkae Wnb c 4j rjkj ]^n VqXj n^ C][ V]jXjU j]nVku mk^^h c

�



#�� ��!���6����� �� ��� ���� �� ��� "�" �� �� �� �����1 � @ R������ J ������ �� ��� � ���� � �� R������ �
1� ������� ��� " �1�� �� ��E ����� ��" �� �� B������ � ��� �� R������ � 1� ���1 ��1 ��� ��� B������ ���"
���� ��! ������ "��!��� � ��� 1 ����� ������ ������� "����� � � R������ � ������� �""��8 �� ������ 1 ��� �
" ������ ��� ��� �� �� B������ � ��� 0������ R������ H ������� ��� ��"����������� �� ����� "���� ��� ���
B������ � 7 �� "�� ��� ���  � ����� �� ��� �"" ����8 �

� ��� � � ���

7 ���!�� ���������� �� ������!
m

����� ��� �� ��� ��� �!������ ���� � �� � ���!�� ������� � ��� ���
M

 � ���
��� �� ����� ���� � ���

N
 � ��� ��� �� ������ � K��� ��� �� ���

n
������ �� ��� ������� ��� � ���������

��������
vi : 2M → {0, 1, ..., L} � 1���� ��� ����� ����� �� ���� �

S ⊆ M
�
vi(S)

������� ��� ����� ��
�����

i
��� ��� �����

S
��� �� �� ����!�� �� ��� ���!�

0...L
� 2� 1 ��� ��� ���� �� ������ ��� ����� ��

��� ������ �� ��"������ �� ����!�� �� ��� ���!�
0...L

�
t = log L

� 2� ����� � ���� ���" ���� � � �� ��
S ⊆ T��"����

vi(S) ≤ vi(T )
��� ����

vi(∅) = 0
��� ���  ������ �

7 ��������� �� ������ �
k

S$%&' () � �� �� �� ���  � ��"�������� �� � �V� ���������� �� �� � ���
k

���� �� ��� <JJ> � � �� �� �� ����� ��� �� � ���
k

������
Si

��� "�����
pi

���� ���� ��� ���
S

�
v(S) =

maxi|S⊇Si
pi

���
� �� 	����� 
�� ��� 

��
#�� ���������� ���� �" � "������� C�B���������� �� 3��!������ 4D � 1���� �� ���� ���!� �� ��� "���� ���
��� � ������ �����

q
A ���� �� ��� 3B����4 A �� ���� �� ��� � �����

i
� ��� ���� �����

i
��"���� 1 ��� ��� �

��"�� ���� ��" ���� �� ��� B���� �� 1��� �� �� ��� �1� ��������� � �� ���� "�" �� � 1� ����� � ���� 1� ����
���"���� ������� ���� ��� ������ 5  ������� � ��� ���� ��� "���� ��� ���� ��0��� � ��"�� ��������

ri(q, vi)���� �" ���0�� �����
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q
� #�� "���� ��� � ��  � ���"���� @ ��� B���� ����� �� 1��� ��

��� B������ ����� � �� ��" ��� �� ��� ��"���� �������� ��� "��� B������ � 7� ��� ��� �� ��� "������� � ��
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S1...Sn
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i 6= j

�
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1������ ∑

i vi(Si)
� 2� ��� ���� �� 0��� �

c
 �""��8�� ����� �� ∑

i vi(Si) ≥
∑

i vi(Ti)/c
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T1...Tn
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���� ���� ��� ��������� � X��� ���� 1� ��"��� �� ���"��������� ��� �������� �� ��� "���� ��� �� �� ���
"������ ��� #��� �� ������ ���� �����!����� ��� �������� ������� � ��� � ��� " ������� ������� 1 ��� ��� ���
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n
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���� �
m
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t = log L
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F ��� �� ��� "�" �� 1 ���  � ��������� 1 ��� � ���� �� �" ����� ���� �� ��������� �������� ���� 1� ����
3��� ��� ��������4 � �� ���� �������� � ��� B������ ���� ��� ���� �� ������ ��� ��� ��� B������ @ ��� B����
�" ���0�� � "����

p(S) ∈ <+ ��� ���� �����
S

� #�� ��"�� �� �����
i

�� ���"�� ��� ��� � ��� �������
A 3��� �����4 A ����� ����� "����� � ���� ����� � ���

S
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� �8�� �6�� ���� ����� � �� 1���� ���� � ���� ��� ��;�� ��������! �� ��� � 08��
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� ���� �� �� ��� ��� �� ��� ���!�� �� B������ �� ��� 1�� A ��� "���� ��� ���� ���"�� ��0�� 1��� ��� "�����
��� �� ���� � �� ��� ��"���� �������� ��� "������� B������ � 2� �� �; ���� ���� ����� ������� �� R������ H �
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Maximize

∑

i∈N,S⊆M

wi xi,S vi(S)

s.t.
∑

i∈N, S|j∈S

xi,S ≤ qj ∀j ∈M

∑

S⊆M

xi,S ≤ di ∀i ∈ N

xi,S ≥ 0 ∀i ∈ N,S ⊆M

X��� ���� ��� "��� �� "��!��� ��� �� �8" �������� ����� �� �������� � ��� � 1� 1 ���  � ��� �� �����
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��"" ��� C��� 6��� ������ ���

xi,S D � ��� ���� 1� 1 ���  � ��� �� ������ � �� �� " ������ ��� ��� � �
� ��� �� ��� ���� @

Minimize

∑

j∈M

qjpj +
∑

i∈N

diui

s.t. ui +
∑

j∈S

pj ≥ wivi(S) ∀i ∈ N, S ⊆M

pi ≥ 0, uj ≥ 0 ∀i ∈M, j ∈ N
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∑
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i
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M% )N-)* � � ���� 1� ���� ���� ����� B������ ��� ��� ���"������ " �1������ @ �� <G� > �� �� ���1� ���� �� ���
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k
08�� ������ �� ��6�

m/k
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2|S| ��� ��� �����
S

� �8��"� ��� ��� � 3������4 �����
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�� ��6� m
2

1��� � ��������� ��
2|S|+ 2

� ��� � ������ "����� 1 ��� � ;��1� ��������� ��
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��� ����� �����
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H
�� ��� 0��� ����� � �� � ��� ��� B���� 1 ��� � "���� ��

2 + ε
��� �����
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m + 1
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� �, .9 ) L&*� )N .+ .9 )
-&'-N)U.S% .-(-.O M% )NO &+� -* +.9 )N .9L&
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i
� ��� ��� ��" ����� � �8�� �� ������� ���
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i
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ε > 0
� 1� ��������

RD(−→p )
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X�1 1� ���1 ���� ��� ��� "���� ������ −→p � ����� ����� �����

T
��� � �� ����� 1��!�� ����

S
C�" ��

εD � � �� ��
v(S)

p(S)
≥ v(T )

p(T )
− ε.
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c∗ = εt
��� ��� �

t ∈ <+ � #�� �����
S

1�� ��� ����� ����� ��� "�����
εt · −→p � ���������

v(S) − εtp(S) ≥ 0
� #��� � v(S)

p(S) ≥ εt
� 7 ���� � ���� ���B������ 7 �G ���� ��� ���� � ���� �� �����1 � ����

v(T )
p(T ) − ε > εt

� ��
v(T ) > ε(t+1)p(T )

� ��� ��� ��� "���� ������
(c∗ + ε)−→p = ε(t+1)−→p �� ����� ��������
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√
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1��� ��� ��!���� ��������� �� �� ��"����� ��� 1������ �������� � X�8� � 1� "���� ���� ��� ��!������ ��������
�� ����� 1

4
√

m

�� ��� �"��� �� 1������ �
���

OPT = {T1, ..., Tk , Q1, ..., Ql}
 � �� �"��� �� ���� ������ 1���� ��� �����

i ∈ {1, ..., k} |Ti| ≤√
m

��� ��� �����
j ∈ {1, ..., l} |Qj| >

√
m

C
l, k ∈ {0, ..., n}D � ���

ALG
 � ��� ���� ������ ����� �

��� ��!������ � ��� ���
v(OPT )

���
v(ALG)

 � ��� �"��� �� 1������ ��� ��� 1������ �������� � ���
��!������ � ���" ��������� � ���� � 1� �����6� ����� 1���� 3���!�4 ������ ��������� � ��� �� ��� �"��� ��
1������ � � �� ��

l
∑

i=1

vi(Qi) ≥
k

∑

i=1

vi(Ti)

#��� �
v(OPT ) ≤ 2

l
∑

i=1

vi(Qi) ≤ 2

l
∑

i=1

v(ALG) = 2l · v(ALG) ≤ 2
√

m · v(ALG)

2 ���� ��� 0��� ���B������ ����� �����
v(OPT ) =

∑l
i=1 vi(Qi) +

∑k
i=1 vi(Ti)

��� ��� ������ ����� �����
��� ���� ���!� �� ��� ��!������ ����0�� ���� ��� 1������ �������� � ��� ��!������ �� �� ����� ��� ���������
�� ����� "����� ��� ��� 1���� �����

M
� #�� ���� ���B������ ����� ����� ����� ��� �� � ��� ���� √

m������ �� ��6� �� �� ����� √
m

�
#�� �������� �� ��� ���� 1���� 3�� ���4 ������ ��������� � ��� �� ��� �"��� �� 1������ C� �� �� ∑l

i=1 vi(Qi) <
∑k

i=1 vi(Ti)D �� � ��� �������� � ���
I ⊆ {1, ..., k}  � ��� ��� �� ������ ���� �������� � 3�� ���4 �����

C� �� �� ������ �� {T1, ..., Tk}D ��
OPT

���� �� �� ��� ��������� ��� ����� ��
ALG

� 
������� ��� �����1 ��!
��� @

k
∑

i=1

vi(Ti)

|Ti|
=

∑

i∈I

vi(Ti)

|Ti|
+

∑

i∈{1,...,k}\I

vi(Ti)

|Ti|
C7 �JD
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��� !������ ����

v(ALG)
� #��� ��� �������� ������� ���� ∑k

i=1
vi(Ti)
|Ti| ≤ 2 · v(ALG)

� R���� ��� �����
i ∈ 1, ..., k, |Ti| ≤

√
m

@
k

∑

i=1

vi(Ti) ≤ 2
√

m · v(ALG)

R���� � ��� �� ��� �"��� �� 1������ �� ���������� � 3�� ���4 ������ �

v(OPT ) ≤ 2

k
∑

i=1

vi(Ti) ≤ 4
√

m · v(ALG)

2 ��� �� ���� ��  � "����� �� ����  ��� ���� ���� �� KB������ 7 �J ��� ��� !������ ����
v(ALG)

@
�(L-/ G �

∑

i∈I

vi(Ti)

|Ti|
≤ v(ALG)


 N++, � 
������� � �����
i

���� �������� � �� ��� �����
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� 2� ������ ���� ���� ����� ������ �������� � ��� ��"�� �����
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��
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� #��� ����� �����

��� ���� � ��
Ti

��� ��� ���� ����� �� ��� ��� �� ��� ��!������ C���� ��� ��� �� ��� ����� ��
ALGD � ��

"�����
i

��� � ��� 6��� ����� ���
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�
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Si ∈ ALG

��� ���
Ti

��� �����
i
� vi(Ti)

|Ti| ≤
vi(Si)
|Si|

� #�������� �

∑

i∈I

vi(Ti)

|Ti|
≤

∑

i∈I

vi(Si)

|Si|
≤

∑

i∈I

vi(Si) ≤
n

∑

i=1

vi(Si) = v(ALG)

�(L-/ J �
∑

i∈{1,...,k}\I

vi(Ti)

|Ti|
≤ v(ALG)
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i ∈ {1, ..., k} \ I

�
Ti

���������� �� ����� ��� ����� ����
ALG

� ��� ���
F (i)

 �
��� 0��� ����� ��� 1���� ��� ��!������ ���� ����� � ����� ���� ����������

Ti
� #��� �

∑

i∈{1,...,k}\I

vi(Ti)

|Ti|
≤

n
∑

j=1

∑

i|F (i)=j

vi(Ti)

|Ti|
≤

n
∑

j=1

∑

i|F (i)=j

vi(Sj)

|Sj |
≤

n
∑

j=1

|Sj|
vi(Sj)

|Sj|
≤

∑

j∈ALG

vj(Sj)

2 ���� ��� ������ ����� ��� ���B������ ����� ����� �����
j = F (i)

��� ����
Sj ∈ ALG
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��� ����� �� ���� ��� ��� ����� ���B������ ����� ����� ����
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���������� �� � ��� |Sj |
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���� {T1, ..., Tk}
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T
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�E
T ⊆ S
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v(S) = 0
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T = {1...m} � 
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����� �� ���  ��� ���� ������ �� G ����� �� ��� �� ��6� m
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T1...Tk
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k
 ��"�� �� ���������� ���� ��� ��� ��� ���� ������" ��� �� ���� "�������� A �������

Ti
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���� ����� ��
i
� ��� ����

i
� !�����! � ����� ����� ��

k
� X �1 ���; �� ��� "������� 1��� ������! �� �����

���������� ��� ���"��� ���  ������� �� ��� ���!���� ���� � X��� ���� ��� ���1�� �� � B����
S

�� "�����
i��E ���  ��1��� ��� ���� ��

Ti
��� ��� ���!���� ���� ��

T = {1...m} ���� �� |S| ≤ m
2

���
Ti ⊆ S

� R����
Ti�� ���������� ������� �� �� ��! ��� ���� �� ��6� �8����� m

k

� 1� ���� ���� ��� ��� 08�� B����
S

�� "�����
i
� 1���� |S| ≤ m

2

�
Pr[Ti ⊆ S] ≤

( |S|
m

)|Ti|
≤ 2−

m

k
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2

m

k
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